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一般方向微係数と一般勾配
  を実ヒルベルト空間， を   の非空開部分集合， を  上の実汎
関数とするとき， の     における方向      への一般方向微係
数 Æ   と     における一般勾配 Æ   を以下のように定義する
（	
 ）。
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 が     の近傍でリプシッツ連続ならば，任意の方向      への一
般方向微係数 Æ   が存在し，Æ  
  は   上の連続準線形（正斉
次劣加法的すなわち凸）汎関数となる。また，このとき一般勾配 Æ  
は   の非空弱コンパクト凸部分集合となり，次の関係が成立する。
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局所リプシッツ汎関数の例として， が特に凸集合であるとき  上の
連続凸汎関数が挙げられるが，このとき一般方向微係数と一般勾配はそ
れぞれ方向微係数と劣勾配に一致する。すなわち一般勾配は劣勾配の概
念を非凸汎関数に拡張したものである。
一般化された の定理
が の非空部分集合であるとき，
 
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 
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 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はそれぞれ  の錐包（ を含む最小の錐）， の凸錐包（ を含む最小
の凸錐）である。閉凸包の錐包
 
 
  は凸錐であるが必ずしも閉凸
錐であるとは限らないことに注意されたい。
連続準線形不等式系に対して型の二者択一定理は以下のように一
般化される。
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 を   の非空弱コンパクト集合とする。このとき
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を満たす      が存在するか，あるいは
    
 
 
 
	
 



 
が成り立つ（すなわち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  が存在する）。しかし 
  が同時に成立することはない。
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  が有限集合であるか，あるいは
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を満たす      が存在すれば，条件 は満たされる。
局所リプシッツ最適化問題
 
  を   全体で定義された実汎関数とする。まず，無制約最適化問題


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に対して， が      の近傍でリプシッツ連続であるとき， が問題
  の局所的最適解ならば    Æ   が成り立ち，また  が   上で
連続かつ凸であるとき，これは  が問題  の大域的最適解であるた
めの必要十分条件となる。
次に，不等式制約つき最適化問題
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に対しては，一般化されたの定理を用いて，以下のように$$%型
の最適性必要条件が得られる。ここで，      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 	 は      において活性な制約式の添字集合である。
  
 
  は      の近傍でリプシッツ連続であり，
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を満たす      が存在する（ は  で##	型の制約想定を満たす）
とする。このとき  が問題  の局所的最適解ならば，次式を満た
す    	 が存在する。
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  の連続凸性のもとでは，上式を満たす乗数  の存在は  が問題
  の大域的最適解であるための必要十分条件となる。
最大値汎関数の一般勾配
  を実ヒルベルト空間， を   の非空開部分集合， をハウスドルフ
空間， を    上の実汎関数とし，最大値汎関数      を
   
 
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と定義する。いま， がコンパクトで， が  上で連続ならば，最
大解写像      を
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により定義することができるが，最大解集合   は任意の     に対
して非空コンパクト，     は  上で連続となる。
さらに        が任意の     に対し  上でフレッシェ偏微
分可能，かつ 

        が    上で連続ならば，最大値汎
関数      は  の任意の点の近傍でリプシッツ連続であり，任意
の     における一般勾配 Æ  は
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で与えられる（ は最大解集合    上でのみ正となる確率測度）。
この確率測度による一般勾配の表現を用いれば，実ヒルベルト空間上で
定義された'問題やロバスト最適化問題など，最大値汎関数を含
む最適化問題の最適性条件が得られ，またこれらを数値的に解くための
アルゴリズムを構成することができる。
